Erwartungswert: Definition

Definition 5.1
Sei X eine redlle Zufdlsvariable auf dem Wahrschei n-

lichkeitsraum &V, 2, Piimit endlich vielen Werten Xy, ..., X

Dann heil? die Zahl

E(X) =8 X XP(X = )
i=1

der Erwartungswert von X (beztiglich P).

Erwartungswert: Spezialfall

Anwendungsbox 5.1
Im Speziafal, in dem alle Werte von X mit gleicher
Wahrscheinlichkeit P(X = x;) = 1/n auftreten (s. Def. 5.1),

vereinfacht sich die Gleichung zu

ax

=1

E(X):=

S|




Beispiel: Einmaliger M inzwurf

Einmaliger Wirfelwurf mit der Ergebnismenge W= {ws, ..., Wg}, wobel w,
das Ergebnis bezeichnet, dass der Wiirfel i Augen zeigt. Weiter sei 2 die Potenz-
mengevon Wund P: 2 ® IR dasdurch
P{w}) =z, furdlewl W,
definierte W-Mal3.
Diereelle Zufallsvariable X: W® IR, ist durch
X(w;):=i, furalew;l W,

definiert. X gibt die Augenzahl an, die der Wirfel nach dem Werfen zei gt.
Dannist X eine Zufallsvariable auf &V, 21, Pfiund es gilt fir den Erwartungs

wert E(X) von X:

E(X)=1xz +2x2 +.. +6x2 =(1+2+ ..+ 6)x: = 35.

g) Beispiel: Erwartungswert einer Indikatorvariablen

Sei Y eine Zufallsvariable, die nur die Werte O und 1 annehmen kann

(z. B. fir ungerade vs. gerade Augenzahl beim Wirfeln). Dann gilt
E(Y) =0xP(Y=0) 1 xP(Y=1) = P(Y = 1).

Der Erwartungswert einer Zufallsvariablen, die nur die Werte O und 1

annehmen kann, ist also gleich der Wahrscheinlichkeit P(Y = 1), dass

Y den Wert 1 annimmt.




Erwartungswert: Rechenregeln

Sind X und Y numerische Zufallsvariablen auf &N, 2, Piimit endlichen

Erwartungswerten sowiea undb 1 IR, dann gdten:
(i) E@)=a
(i) E(axX)=a xE(X)

(i) E(a XX +bxY)=a xE(X) +b xE(Y)

Q Varianz und Standar dabweichung: Definition

Definition 5.2
Sei X eine numerische Zufallsvariable auf dem Watr scheinlichkeitsraum

aw, 2, Piimit endlichem Erwartungswert. Dann heif3t die Zahl

Var(X) := E[[X - E(X)]]

die Varianzvon X (bezuglich P) und ihre positi ve Quadratwurzel

Sd(X) = +,f\7ar(x)

die Sreuung oder die Standardabweichungvon X (bezliglich P)




Varianz: Rechenregeln

(i) Var(X)=E(X?) - E(X)?

(i) Var(X)=0, falsX=a

Sind Xund Y numerische Zufallsvariablen auf aN, 21, Piimit endlichen Er -
wartungswerten sowiea undb T IR, dann gelten:

(iii) Var(a»X) = a? xVar(X)

(iv) Var(a +X)=Var(X)

(v) Var(a xX+bxY)=a2xVar(X) +b2xVar(Y) + 2ab xCov(X, Y)

Varianz einer Differenzvariablen

Fur die Differenz X; - X, unkorrelierter numerische Zufalsvariablen folgt
aus Regel (v) (mita; =1unda,=-1):
Var(X; — X5) = Var(X;) + Var (X,), fdls Cov(Xq, X5)=0.

Die Varianz einer Differenzvariablen ist aso gleich der Summe der
Varianzen, falls die beiden Variablen unkorreliert sind.

Andernfalls gilt:

Var(Xg — X2) = Var (X1) + Var(X2) —2Cov(X1, X2).




Kovarianz: Definition 9

Definition 5.3

Seien X und Y numerische Zufallsvariablen mit endlichen Erwartungswerten
auf dem Wahrscheinlichkeitsaum &n, 2(, Pfi Dann heifdt die Zahl

Cov(X, Y) := [ [X- E(X)] Y - E(Y)]]

die Kovarianzvon XundY (beziiglich P ).

Korrelation als Erwartungswert des Produkts

z-transformierter Variablen 10

Betrachten wir dagegen den Erwartungswert

éX - E(X) Y- E(V)u

Kor(X,Y):= Eg Id(X) d(Y) §

des Produkts der standardisierten Abweichungsvariablen [X - E(X)] / Sd(X)
und [Y - E(Y)] / Sd(Y), wobei wir natiirlich Sd(Y) und Std(X) > 0 voraus
setzen, so haben wir eine normierte KenngroRRe fur die Stérke der betrachteten
Abhéngigkeit zwischen zwei numerischen Zufallsv ariablen X und Y, die nicht
von den Varianzen (bzw. den Standardabweichungen) der beiden Variablen
abhéngt. Die durch diese Gleichung definierte KenngrofRe heilét die Korrelation
von X und Y. Ist eine oder sind gar beide Standardabweichungen gleich null,
definieren wir Kor (X, Y) :=0.




Korrelation: Definition 11

Definition 5.4

Seien X und Y numerische Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeits-
raum an, 2, PAimit endlichen Erwartungswerten und positiven
Standardabweichungen. Dann heif3t die Zahl

Cov(X,Y)

Kor(x )= d(X) >ad(Y)

die Korrelation von Xund Y (beziiglich P). Ist eine der
Standardabweichungen gleich null, so definieren wir Kor(X, Y) =0.

Lineare Quasi-Regression 12

Kovarianz und Korrelation charakterisieren nur die Stérke eines bestimmten Aspekts
der stochastischen Abhéngigkeit zwischen zwei numerischen Zufallsvariablen. Dabei
geht es darum, inwieweit eine lineare Abhangigkeit zwischen diesen beiden Variablen
besteht, d. h. eine Abhéngigkeit, die sich, bis auf eine Fehler- oder Residualvariablen,

durch eine Gerade, d. h. durch eine lineare Funktion von X, beschreiben |&sst:
Y=apg+a;X+n

Die beiden Koeffizienten ag und a; sind dabel eindeutig bestimmt, wenn fir die

Residualvariablen gelten:

Cov(X,n)=0 und EMN)=0




Kleinst-Quadrat-Kriterium 13

Eine alternative, mit diesen Gleichungen véllig dquivalente Definition

ist, as lineare Quasi-Regression von Y auf X digenige lineare

Funktion von X zu definieren, die folgende Funktion der reellen

Zahlen ag und a; minimiert:

LS(ag, ap) = E[(Y - (ap+a%)) ]

fre Q Kovarianzen und Korrelationen: Rechenregeln | 14

Sind X und Y numerische Zufdlsvariablen auf aw, 1, PA mit

endlichen Erwartungswerten sowiea und b T IR, dann gdten:

()
(i)
(iii)
(iv)

Cov(X, Y ) = E(XxY) —E(X)>E(Y)
Cov(X,Y)=0, fadlsX=a
Cov(a X, b Y)=abCov(X,Y)

Cov(a+ X, b+Y)=Cov(X,Y)




Kovarianzen : Rechenregeln 11 15

Sind X1, X2, Y1 und Y2 numerische Zufallsvariablen auf &V, %A, Piimit endlichen
Erwartungswerten und a1, a, b1, boT IR, dann gelten:
(v) Cov(arXy+axXy, b1Yy+boYs)=ag by Cov(Xy, Y1)

+aj by COV(Xl, Yz) +as by COV(Xz, Yl) +as by COV(Xz, Yz)

Korrelationen: Rechenregeln | 16

Kor(X,Y)=0, fdlsX=a
Kor(a X, b Y) =Kor(X Y)

Kor(a+X,b+Y)=Kor(X Y)




Numerisches Beispiel zur Berechnung

einer Kovarianz 17
X Y | PX=xY=y) X-EX) Y- EY) [X-EX)]xXY- EY)]
0 0 5/40 -32/40 -15/40 48/160
0 1 3/40 - 32/40 25/40 - 80/160
1 0 20/40 8/40 -15/40 - 12/160
1 1 12/40 8/40 25/40 20/160

E(X) =0 x8/40 + 1x32/40=32/40  E(Y) = 0x25/40 + 1 x15/40 = 15/40.
Cov(X,Y) =E[[X- EX)] x[Y- E(V)]]
= (48/160) X5/40 + (- 80/160) x3/40 + (- 12/160) x20/40 + (20/160) x12/40 = 0

Die beiden Variablen X und Y haben aso in diesem Beispiel die Kovarianz 0, d. h.

sie sind unkorreliert.

Erwartungswert: Allgemeine Definition 18

Definition 5.5
Sei X eine numerische Zufallsvariable auf dem W-Raum aw, 2, Pii

und PXihre Verteilung. E(X) heif’t der Erwartungswert von X

(hinsichtlich P), wenn

E(X) = ()P *(ck).




